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摘要：针对路由选择对网络性能起重要作用，提出了星图上任意两点之间的最短路径算法．运用群论的循环置换的 

性质证明了两点之间的距离公式，给出了两点之间所有最短路径个数的一般代数表达式． 
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在众多的网络拓扑结构中，星图是最典型的一 

类网络拓扑结构．它的拓扑结构特点和超立方体在 
一 定程度上是很相似的，比如：正规性、对称性、可嵌 

人性等．除此之外，它还有其自身的优点：直径短、结 

点的度和结点存储空间小等，为此深受研究者的欢 

迎．关于星图和超立方体二者拓扑结构特点的比较， 

具体见参考文献[1]． 

由于路由选择对星图网络拓扑结构的性能起着 

重要的作用，一些学者在这方面做了大量的工作．文 

献[2]给出了两条简单的路由规则，反复运用这两 

条规则，任意两个结点就可以找到它们之间的最短 

路径．Chen Chi—Chang、Chen Jianer给出了两点之间 

的并行路径算法 j．Yeh Sheng—I等人已研究出了一 

种无错误路由规则 J，将从源结点到目的结点的置 

换写成如下 形式 的循环 置换 的乘积：( ⋯XA) 
— —  

．
( ⋯ )·· ( ⋯ )，其中 kl≥0，k2≥k3≥⋯≥k ，A 
— ■ — ■ 

表示 目的结点的第 1维， 表示 目的结点的其它任 
一 维，并将该形式称为一个模式，然后找出该模式所 

有的优先模式，并找出每个优先模式对应的优先邻 

结点，再把每个优先邻结点作为新的源结点，如此这 

样做下去，把从源结点到目的结点所经过的所有中 

间结点找到，那么它们之间的最短路径也就找到了． 

由于星图的高度对称性，任意两点之间的路由 

路径都可以映射为一个特定的结点和特殊结点 ，= 

123⋯n之间的路由路径．本文运用群论 的循环置 

换 的性质将源结点到目的结点之间的置换化为一 

系列的对换 的乘积．只要从源结点出发从左到右 

依次乘以这些对换就可以到达 目的点，它们之间的 

路径即为最短路径．相比无错误路由规则，本文给出 

的方法比较直接，而且省去了找优先邻结点所需要 

的大量工作．本文同时也证明了两结点之间的距离 

公式． 

当两点之间有大量的数据需要同时传送时，为 

了使它们安全、快速、有效地传送到目的结点，寻找 

两点之间的平行路径也尤为重要．鉴于此，本文给出 

了任意两点之间所有最短路径个数的一般代数表达 

式．它对寻找并行路径有很大帮助，只需从所有最短 

路径中提取出内点不交的路径即为并行路径． 

1 预备知识 

定义 1 星图(维星图)满足： 

(1)维星图的顶点集对应集合上所有的置换， 

即 

V={u1u2⋯“ I u ∈{1，2，⋯，凡}(i：1，2，⋯， 

n)，且当i≠ 时，1A ≠ }； 

(2)维星图的边集 

E={(M， )I u， ∈V，且存在 i>1，Ml= ，ui= 

，对任何j#i， = 

实际上，星图 ．s 顶点集里的每个元素都是从自 

然排列 123⋯凡到{1，2，⋯，凡}上其它排列的一个映 

射，这里 123⋯rL是原像，但通常都是省掉原像 123 

⋯n，只写其映射的排列，也即像．例如，在 ．s，中，{1， 

2，3}上所有映射构成的集合为 

㈤ 12 3／ ~，但顶 
点集通常都只写成其像的集合：{123，231，312，132， 

321，213}．另外，凡维星图 S 的顶点集构成了一个 
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群 J，该群为 n次对称群，其阶为 n!，故 n维星图 ．s 

的顶点个数为／／,!． 

在Js 中，两个顶点 u、 相邻，当且仅当这两个 

顶点所对应的置换仅在第 1维和另外一维上的数字 

不同，即其中一个置换右乘以 T={(1，2)，(1，3)， 
⋯ (1，n)}中某一个对换后就可得到另一个置换．为 

方便起见，用 o-(i)(i：2，3，⋯，n)来记(1，i)，它表 

示将结点第 1维上的数字和第 n维的数字进行交 

换．这里规定，在 n维星图上，结点上最左端的维是 

第 1维，最右端的维为第 n维，也就是满足低维在 

左，高维在右．例如在|s 中，123[ (2)]=213，即结 

点123通过交换第1维和第2维得到213，从而结点 

123和点213相邻．因此，星图的每个点通过作用 or 

( )连接到另外的顶点上．故星图．s 是群 和生成 

集 所对应的Cayley图 J． 
一 个顶点的度数是指这个顶点所关联的边数． 

在星图Js 中，两个点有边相连，当且仅当这两个顶 

点标号中的n维数字里只有第 1维的数字和另外一 

维上的数字不同，剩余的几一2维上的数字都相同， 

有n一1种情况，因此可知任何一个顶点都关联着n一 

1条边，即n维星图|s 每个顶点的度数都是 n一1． 

图 1和图2给出了二阶星图．s 和三阶星图Js，． 

2l 

图 1 二阶星图 

⋯ ⋯ i 

～
、

一 一 一 一 一 一 一

132； 

幸+2 

图2 三阶星图S， 

定义 2 路由 引：路由是指在互联网络中将消 

息由源结点发送到 目的结点所经过的一系列中间 

结点． 

定义3 距离 J：在星图Js 中两结点 “和 的 

距离是两结点间的最短路由路径长度． 

定义4 置换：集合 上的置换是指从 A到 A 

上的一个双射． 

例如从 到 上的一个双射为：l-4，2 ，3— 

5，4 ，5—1，那么可以将这个置换写为 

112345、 

I 42531 J‘ 
定义 5 循环：集合 A上的置换称为长为 n 

的循环，如果存在 a1，a2，⋯，a ∈A，使得 al =a2， 

02 =a3，⋯，a =a ，an11I=Ⅱ1，并且对于 ∈A， 

当 = 时， 隹{a1，a2，⋯，a }．此时，记 =(al， 

a2，⋯a )． 

定义6 不相连 J：两个循环如果它们中没有 

公共的元素称为不相连． 

定义7 对换：长为2的循环称为一个对换． 

定理 1 _5 有限集合上的每一个置换都可以写 

成一些不相连的循环的乘积． 

定理2 至少有两个元素的有限集合上的每 
一 个置换都可以写成一些对换的乘积． 

推论 1 对于任意的循环置换 (a。，a ，⋯， 

a )，a ∈{1，2，⋯，n}(i=1，2，⋯，n)，当 i≠ 时， 

a ≠口 ，有(al，a2，⋯，a )=(a1，a2)(a1，a3)⋯(a1， 

a )． 

2 星图中任意两点间的距离 

在互联网络中路由设计应该使路由路径尽可能 

地短，因为它对应的是通信耗费的时间．在寻找任意 

两结点问的路径中，人们习惯上将路由路径用从源 

结点到目的结点的置换来表示，而且这个置换是用 
一 些不相连的循环置换的乘积来表示的，并且每个 

循环置换的长度是大于等于2的． 

关于星图中任意两个结点间的距离，在文献 

[2]中已经给出了人们认可的计算公式．本文运用 

群论的循环置换的性质，给出了其证明过程． 

性质 1 恒等置换可以表示为偶数个任意对换 

的乘积．例如： 

，=(a，b)(a，b)，V n，b E{1，2，⋯，n}，这里用 

符号，表示任意一个恒等置换． 

定理 3 对于 Va，b∈{1，2，⋯，n}，(a，b)= 

(1，0)(1，b)(1，a)． 

证明 给对换(a，b)两边同时乘以恒等置换 

(1，a)(1，a)是不影响结果的： 
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(a，b)=[(1，a)(1，a)](a，b)[(1，a)(1，a)] 

= (1，a)[(1，a)(a，b)(1，a)]=(1，a)(1，b)(1， 

a)．证毕． 

同理也可以两边同时乘以(1，b)(1，b)得到： 

(a，b)：(1，b)(1，a)(1，b)，以上两种表示形式是 

等价的． 

推论 1、性质 1及定理 3在下面的证明中反复 

用到． 

定理4 假设从源结点 u到目的结点 的置换 

为 ， 表示 目的结点第 1维上的数字， 表示目的 

结点其它任何一维上的数字，c为长度至少为 2的 

循环置换的个数(c≥1)，m表示所有循环置换中数 

字个数的和，即源结点与目的结点错位数字的个数， 

显然 m≤tl,．源结点 u到 目的结点 间的距离用 

( )表示，则 

d( =c+m-{兰： 结点第 维的数字也为 
证明 由于星图的高度对称性，寻找任意两结 

点之间的最短路径就可以映射为特定的结点到特殊 

结点 ，=123⋯n之间的路径．下面分两种情况进行 

证 明． 

(1)定理4证明之第一种情况．源结点的第 1维 

数字和目的结点的第 1维数字相同，也即同为1时： 

假设源结点的置换为 P= ， ， ，⋯ ， =1， 

∈{2，3，⋯，／'t}(i=2，3，⋯， )，且当 ≠ 时， ≠ 

，目的结点为恒等置换，：123⋯t／,．C ，C ，⋯C 为c 

个不相连的循环置换 ，用IC f表示循环置换 C (i，2， 
⋯

，c)的长度，且 Ic I≥2．m为 c个循环置换中数字 

个数的总和，且满足 tn<n．再设 2< ，< <⋯< 

后 ≤n，不失一般性，这里假设 C。=(2，3，⋯，后，)， 

C2=( I+1， 1+2，⋯，Ji}2)，⋯，C。：( 一l+1， 一1+ 

2，⋯ )，并且Ii} =m=1，才能保证这些循环长度的 

总和为 m．可得 C。=(2，3，⋯，Ii} )=(2，3)(2，4)⋯ 

(2，七。)= (1，2)(1，3)(1，2)(1，2)(1，4) 
———丫一  

(1，2)(1，2)(1，5)(1，2)⋯(1，2)(1， 一1) 
———丫一  

(1，2)(1，2)(1， )(1，2)=(1．2)(1．3)(1．4) 
— — —  一  

(1．5)⋯(1， ，一1)(1， )(1，2)． 

同理可以得到 

C2=(1， 1+1)(1，Ii}1+2)(1，．j}l+3)⋯(1， 2) 

(1，后1+1)，⋯， 

C =(1，后 一l+1)(1，后 一1+2)(1， 一l+3)⋯ 

(1， 一1)(1， )(1，七 一1+1)． 

由上面可知循环 C．是由 个连续对换来完成 

的，这些对换分别通过交换第 1维和第2，3，⋯， 

维及第 2维上的数字得到．对换的个数是循环 C 的 

长度力Ⅱ1，即后1=I Cl J+1，C2由 2一 。+1=I l+ 

1个对换来完成，分别通过交换第 1维和第 +1， 

+2，⋯，Jj}2维及 ．i} +1维上的数字得到，⋯，c 是 

由 一 一。+1个对换完成的．因此，从源结点P到 

目的结点 ，的置换可以表示为 

缈：f，1：f 23⋯ 1：C a c ⋯C ：(2，3，⋯， 
＼P／ ＼ 1~(72x3⋯ n， 

后I)(Jj}l+1， l+2，⋯， 2)⋯( 一l+1， 一I+2，⋯， 

)=[(1，2)(1，3)(1，4)(1，5)⋯(1，后 一1)(1， 

．j} )(1，2)][(1， +1)(1，后 +2)⋯(1， )(1， 。+ 

1)]⋯[(1， 一 +1)(1， 一 +2)(1， 一 +3)⋯(1， 

后 一1)(1， )(1， 一 +1)]=[ (2) (3) (4)⋯ 

( l—I) ( 。) (2)][ ( 1+1)仃(后l+2)⋯ 

o-(k2)o-(k1+1)]⋯[ ( —l十1)o-(后 一l+2)o-(后 一l+ 

3)⋯o-( 一1)o(．i} ) ( c_】+1)]， 

故从P到川l句置换可以用一系列的对换 o-(i)(i=2， 

3，⋯，t／,)的乘积来表示，也即从源结点出发，从左到 

右依次乘以这些对换，就可以到达目的点．并且这些 

对换的个数为所有循环置换的长度之和加 c，即 

d(I )=(I C I+1)+(I c2 l+1)+⋯ +(I C f 

+1)= 1+( 2一 l+1)+(后3一k2+1)+⋯+( 一 

+1+1)： +c一1=(／．／／,+1)+c一1：c+，n．证毕． 

其实上述的证明过程同时也给出了寻找两个结 

点之间最短路径的方法，就是首先要将源结点到目 

的结点的置换化为一系列对换 o-(i)(i=2，3，⋯，n) 

的乘积，然后从源结点出发从左到右依次地乘以这 

些对换，最终到达目的结点． 

由上面的证明过程可以得到：Va ，a：，⋯，a ∈ 

{2，3，⋯，／7,}(／n≤n)，当 ≠-『时，a ≠0 ，循环置换 

(a1，a2，a3，⋯，0 )=(1，a1)(1，a2)(1，n3)⋯(1， 

a 一 t)(1，a )(1，a。)． 

性质 2 任意一个长度为 n的循环置换有下列 

t／,种等价表示方法： 

(al，口2，⋯，口n)=(a2，口3，⋯，a ，aI)=(口3，a4， 

a5，⋯，0】，a2)=⋯ =(a ，a】，a2，⋯，a 一2，a 一1)， 

V al，a2，⋯，a ∈{1，2，⋯，n}． 

定理5 如果 A=(il，i2，⋯， )和f=( 1， 2， 

⋯  )为集合A上两个不相连的循环置换，那么 = 

．rA． 

定理6 当源结点和目的结点第 1维上的数字 



38 广 东 工 业 大 学 学 报 第 27卷 

相同时，它们之间有Ⅳ=c!兀I Ci I条最短路径．这 
‘= l 

里c和 C 同上所示． 

证明 该证明过程的前提假设以及符号表示均 

同上述证明．由性质2知下列171,(m≤n)种表示形式 

是等价的． 

(口l，。2，口3，⋯，0 )=(1，a1)(1，n2)(1，口3)⋯ 

(1，0 一 )(1，0 )(1，8，)， 

(02，a3，⋯，口 ，口1)=(1，a2)(1，o3)(1，6／,4)⋯ 

(1，0 )(1，o )(1，n )， 

(口3，口4，n5，⋯，Ⅱ1，口2)=(1，03)(1， 4)(1，口5) 

⋯ (1，口 )(1， )(1，Ⅱ，)， 

(8m，口1，02，⋯，口m一2，nm一1)=(1，。m)(1，口1) 

(1，02)⋯(1，n 一 )(1，0 一，)(1，n )． 

因而，用对换的乘积表示从源结点到目的结点 

之间置换的形式不是唯一的．C个循环分别可以表 

示为lC。I、IC I、⋯、Ic。1种不同序列对换的乘积，c 

(i=1，2，⋯，c)采用其中任何一种形式时，都对应着 
一 条最短路径，故 c C ⋯C 对应的所有最短路径总 

共有J C1 l×I G2 l×⋯×I C I=n I C I条． 

再由定理 5知：任意个循环的乘积构成的置换， 

各循环之间的排列顺序是可以互换的，由 c个循环 

的乘积构成的置换 c。c ⋯c 有c!种等价的排列形 

式，而每一种形式对应的最短路径都有FI l C 1 
I= l 

条，故所有的最短路径总共有Ⅳ条，Ⅳ=c!II I C I． 
‘= l 

证毕． 

(2)定理4证明之第二种情况．当源结点和 目 

的结点第 1维上的数字不同时： 

这里同样假设源结点的置换为P=X1 ： 。⋯ ， 

∈{1，2，⋯，n}(i=1，2，3，⋯，／7,)，且当 ≠ 时， 

≠ j，其中 ≠1．目的结点为恒等置换 ，：123⋯n， 

C。，C ，⋯，C ，为 c个不相交的循环置换，I c I表示 

循环置换 (i=1，2，⋯，c)的长度，且I C I≥2．m为 

c个循环置换中数字个数的总和，／Tt,≤n．再设 2< 

< 2<⋯< ，不失一般性，假设 Ii} < 1≤n，C。= 

(1， l，2，3，⋯，|j}1)，C2=(．j}1+1，Ji}1+2，⋯，Ij}2)，⋯， 

C =( 。一 +1，|i}。一I+2，⋯， )．这里 后 =m一1，才台毪 

保证这些循环长度的总和为 m．从源结点到目的结 

点的置换 为 

缈=( )=( 。 12：3 ，""⋯"n )=Cl G⋯ =ct， 。，2，3，⋯， 
Ji}1)(Ji}1+1， 1+2，⋯，．i}2)⋯( 一1+1，．i} 一l+2，⋯， 。)= 

[(1， 。)(1，2)(1，3)⋯(1，|i} )][(1，后 +1)(1， 

1+2)(1， 1+3)⋯(1， 2—1)(1， 2)(1， I+1)]⋯ 

[(1，后 一1+1)(1，后 一I+2)(1，J} 一1+3)⋯(1， 一1) 

(1，．]} )(1，|i} 一 +1)]=[o-(x。) (2)o-(3)⋯ 

o-(k】)][o(k1+1)o(kl+2)⋯ ( 2—1)o-(k2) (|I}l+ 

1)]⋯[ ( 一l+1) (Ii}。一t+2) (Ji} 一l+3)⋯O-(后 一 

1)or(Ii} ] ( +1)， 

故只要从源结点出发从左到右依次乘以上面的对换 

就可以到达目的结点，也即它们之间的距离为所有 

对换的个数，因而 

d( =(I C1 l一1)+(I C I+1)+⋯十(I C I+ 

1)= l+( 2一 l+1)+( 3一 2+1)+⋯ +( 一 

|i} 一 l+1)=J} +(C一1)=c：nz一2．证毕． 

定理7 当源结点和目的结点第 1维不相同 

时，它们之间有N=c 1 1-I l c I条最短路径． 

证明 不同于第一种情况的是循环 C。只有一种 

表示形式，故Ⅳ=c!I G2 ll G l⋯l Cc I=c!I1 I G I． 

证毕． 

下面以例子说明在星图中找任意两点间的最短 

路径时，本文的方法比无错路 由规则更方便、更直 

接． 

例 1 设源结点为 u=13254，目的结为 = 

12345，则从源结点到目的结点的置换为 

qt= 451：(23)(45)：(12)(13)(12)(14) 【13245)=(23)( =(12)( ( 2)( 
(15)(14)，c：2， =4，距离为 

d( )=C+m=2+4=6．最短路径总共有 N= 

c!I C I I C I=2 1×2×2：8条，长度都为6．它们分 

别是 

13254 31254 21354 12354 52314 

2315 12345． 

13254 23154 32154 12354 52314 

2315 12345． 

13254 31254 21354 12354 42351 

2341 12345． 

13254 23154 32154 12354 42351 
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2341 12345． 

13254 53214 43215 13245 31245 

1345 12345． 

13254 53214 43215 13245 23145 

玛 2145 12345． 

13254 42351 53241 13245 23145 

2145 12345． 

13254 43251 53241 13245 31245 

1345 12345． 

若用无错误路由规则，首先要找出源结点的所 

有优先邻结点，这里用 tt(i)来表示结点 的第 i个邻 

结点，它是通过交换 的第 1维和第 i维得到的． 

u(2)=31254
，＼

12345

／
(132)(45)，d((13231254 ) ＼ ／ 、 

(45))=5． 

“(3)= 23154,(12345／／(123)(45) (12323154 ) ＼ ／ 
(45))=5． 

(4)= 53214
,(12345／／(154)(23)， 15453214 ) ＼ ／ 一 

(23))=5． 

M (5)= 43251
,(12345／／(145)(23)， 14543251 ) ＼ ／ 。 

(23))=5． 

可知 Ⅱ的4个邻结点距离目的结点都比源结点 

更近一步，因此都是其优先邻结点，这里只以u ’为 

例，再找 的优先邻结点，寻找方法如上，可以得 

到 M ’的 3个邻结点都是其优先邻结点，然后以 

(“‘ )‘ 为新的源结点，再找其优先邻结点，如此这 

样找下去，直到找到距离目的结点距离为 1时，它们 

之间的最短路径就找到了．例如：l3254—31254— 

21354— 12354 523l4—42315— 12345． 

例 2 设源结点为 u=125436，目的结点为 = 

321546．首先通过函数 西将 目的结点映射到特殊结 

点，=123456上，即咖(3)=1， (2)=2，咖(1)：3，咖 

(5)=4， (4)=5，咖(6)：6，则源结点也做相应的 

变换后就映射到 =324516上·N N／324516l 
(1345)=(13)(14)(15)，因而可以找到 、 之间的 

一 条最短路径为 

125436 21436 21536 21546． 

由上例可以看出，本文给出的寻找任意两点之间的 

最短路径方法直接、方便，不需要做太多的工作． 

3 星图中任意两点间的最短路径算法 

下面给出星图中任意两点间最短路径寻找的具 

体过程： 

(1)如果目的结点 =131 ⋯ 不是恒等置换 

，=123⋯n，则做映射 ，使得 咖( )=1，咖( )=2， 

咖(口3)=3，⋯，咖( )=n，源结点 M=UI11,2M3⋯U 也 

做相应的映射后得到 u = (u。)咖(M ) (“，)⋯ 

( )． 

(2)将 “ 到 ，的置换化为 =l，I= 

(咖 亏； ．．咖 u )----C1C2,．．Cc,其中c ＼咖(“ ) (u )咖( ，)⋯咖(u )／ ’。 ‘ 
(i=1，2，⋯，C)是长度至少为 2的循环置换． 

(3)将 C (i=1，2，⋯，c)用一系列对换 ( ) ∈ 

{2，3，⋯，nt的乘积来表示，即C = n ( )． 

(4)从源结点 =u。U2／Z ⋯ 开始，从左到右 

依次地乘以这些对换得到的所有结点即为从源结点 

到目的结点最短路径所经过的中间结点，那么也就 

找到了它们之问的最短路径． 

满足上述过程的算法如下： 

Algorithm Shortest
— Path() 

{Input：sour，dest； ∥sour表示源结点， 

dest表示目的结点 

=  

int d( )； 

∥I表示恒等置换， 

Newsour表示一个新 

的结点 

∥ 表示从源结点到目 

的结点的置换 

∥d( )表示源结点和目 

的结点问的距离 

if(d( )= =0) return； ∥源结点 

即为目的点 

while(d( )!=0) 

for(int =1 <n+1； ++) 

{if((dest， )!=(， )) ∥ (dest√) 

表示目的结点的第 维，(，， )表示恒等置换的第 
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维，并判断目的结点是否为恒等置换 

{(，， )=咖((dest， ))；(Newsour,j) = 

((sour， ))； 

}} ∥ 为一映射函数，将目的结点 

dest映射到恒等置换，上，源结点sour也做相应的变 

换，映射到新的结点 Newsour上 

intc< ； 

for(int k=1；k<c+1； ++) 

；∞=( I )=ClCz⋯c ； 
C =func(，，Newsour)；} ∥ c 是长 

度大于等于2的循环，循环里是恒等置换，和新结点 

Newsour中的错位数字 

fl0r(int P=1；p<c+1；p++) 

{Cp=l
e 

n
- - -

hi 
(z)；} ∥将循环 用 

一

系列对换的乘积表示 

Path：s0ur(Ⅱ(IE{2k 1 l 2 3 } (z)))； = 
． ．

⋯

． n} 

} ∥从源结点 sour出发依次乘以这些 

对换就可以到达目的结点，它们之间的路径 Path也 

即为最短路径． 

4 结论 

本文从群论的角度出发，运用循环置换的性质 

将源结点到目的结点之间的置换化为一系列的对换 

的乘积，只要从源结点出发从左到右依次乘以这些 

对换就可以到达 目的结点，它们之间的路由路径也 

即为最短路由路径，并给出了最短路由路径算法．相 

比无错路由规则，本文给出的方法更直接、更方便． 

同时也证明了两结点之问的距离公式，给出了任 

意两点之间所有最短路由路径个数的一般代数表 

达式． 
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The Shortest Path Algorithm Between Two Arbitrary Nodes Based on 

Cycle Permutation in the Star Graph 

Wang Jing，Guo Da-chang 
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Abstract：For the routing plays an important role in the performance of the network，the shortest path algorithm be— 

tween two arbitrary nodes in the star graph is proposed．The distance form ula between two points is proved by using 

the nature of the cycle perm utation of the Group Th eory，and the general algebraic expression for the number of all 

the shortest paths between two nodes is provided． 
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